Beschreibung der Kenntnisse, Fertigkeiten und Fihigkeiten,
die von jedem Abiturienten erwartet werden

Diese Zusammenstellung umfafit Kernwissen, auf das keinesfalls
verzichtet werden darf. Elementare Fertigkeiten werden mit auf-
gefiihrt, weil ohne sie mit anspruchsvolleren Methoden nicht ge-
arbeitet werden kann. Die Aufzéhlung einzelner Kenntnisse, Fer-
tigkeiten und Fahigkeiten darf nicht zu dem Miflverstindnis ver-
leiten, dal der Mathematikunterricht blof§ aus deren Einiibung
besteht und sich in der Vermittlung isolierter Wissenselemente
erschopft; vielmehr miissen diese innerhalb sinnvoller Zusammen-
hdnge und Problemstellungen erarbeitet werden.

Die hier zur Verdeutlichung der im Unterricht verfolgten Ab-
sichten genannten wenigen Beispiele sind natiirlich nicht so ge-
meint, dafy genau diese behandelt werden miissten.

Numerische Techniken

Rechnen mit

Briichen (einschlieB8lich Prozentrechnung), auch als Vorbereitung
auf die Algebra,
Dezimalzahlen (einschl. Rundungsfehlerbetrachtung),

Potenzen (z. B. 4/1,6-107 = v16-10% = 4 - 10%), sowohl aus
praktischen Griinden als auch zur Vorbereitung der Exponential-
funktionen.

Umgang mit Rechenhilfsmitteln
(Taschenrechner, Rechenstab oder Funktionentafeln),

Sicherheit bei Uberschlagsrechnungen.
Einfache Gleichungen und Ungleichungen

Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme mit zwei und drei Va-

riablen ebenso wie das Auflésen einfachr Gleichungen - wie etwa % =

% + 3 (Linsenformel) oder s = gt (beschleunigte Bewegung) - nach
jeder darin vorkommenden Variablen.

Solche Gleichungen miissen auch dann noch sicher und bis zum
numerischen Endresultat bearbeitet werden kénnen, wenn die Va-
riablen einmal s und t statt x und y heiflen oder wenn dimensio-
nierte Groflen vorkommen.
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Quadratische Gleichungen

Wegen der Bedeutung der quadratischen Funktionen kommt es
nicht nur auf die Losungsformel der quadratischen Gleichungen
an, sondern ebenso darauf, daf§ z.B. die Umformung

2+ 4,87 +5.35 = (v + 2.4)% — 0,41

Lage und Grofle des Minimums der entsprechenden Funktion zeigt,
wiahrend man aus der Produktdarstellung

(z 42,44 1/0,41)(z + 2,4 — /0, 41)

sieht, wo die Funktion Nullstellen und wo sie positive bzw. nega-
tive Werte hat.

Addition und Multiplikation von Ungleichungen, Rechnen mit Betragen
a’ <25 < |a| <5 <= —5 < a <5, einfache Abschiitzungen z.B.
2 < V16 < 3 weil 8 < 16 < 27.

Graphische Darstellungen

Rechentechniken bzw. Losungsverfahren sollten von Anfang an gra-
phisch veranschaulicht werden (Dreisatz, Interpolation, lineare Glei-
chungen und Systeme, quadratische Gleichungen).

Eigenschaften graphisch gegebener Funktionen (Weg-Zeit-Diagramme,
statistische Beschreibungen, Kostenentwicklungen, Wachstums- und
Schwingungskurven, Mefireihen) miissen mit Worten beschrieben und
qualitativ diskutiert werden kénnen (z. B. wachsend, immer schwécher
wachsend, periodisch schwankend, sich beliebig gut einer Konstanten
nihernd, ...). Es ist sehr wichtig, dal man derartige qualitative Aus-
sagen schon friihzeitig und ohne den Begriffsaufwand der Analysis ma-
chen kann.

Graphische Darstellungen mit nichtlinearen (z. B. logarithmischen)
Skalen, die in Anwendungen hiufig auftreten, miissen interpretiert wer-
den kénnen. Dadurch wird auch das Verstéindnis des Funktionsbegriffs
gefordert.

Graphische Darstellungen gehoren auch zur Einiibung des Umgangs
mit Ungleichungen und Absolutbetrégen (z. B. Durchschnitt der Lo-
sungsmengen einfacher Ungleichungen, konvexe Polygone als Losungs-
mengen linearer Ungleichungssysteme).



Grundkenntnisse in Geometrie

Verstédndnis fiir mathematische Beweise zu erreichen, ist eine zen-
trale Aufgabe des Mathematikunterrichts. Nach den elementa-
ren Teilbarkeitsregeln ist die Mittelstufengeometrie ein anderes
giinstiges Ubungsfeld. Hier wird jedoch nicht einer weitgehend
axiomatischen Behandlung das Wort geredet. Man braucht keine
explizite Axiomatik, um beispielsweise den Satz von Thales oder
Schnittpunktséitze an Parallelogramm und Dreieck aus Symme-
trieeigenschaften zu folgern (lokales Ordnen”).

Vor Beginn der Oberstufe mufl aus der Geometrie folgendes bekannt
sein:

Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen als Isometrien der Ebe-
ne, Kongruenzsitze, Satzgruppe des Pythagoras, und zwar nicht nur
als Aussagen iiber Fliacheninhalte, sondern auch zur Berechnung von
Abstidnden (Grundlage der metrischen analytischen Geometrie). Zen-
trische Streckungen und Ahnlichkeitssitze. Winkelfunktionen (am Kreis),
Sinus- und Kosinussatz. Umfang, Flicheninhalt bzw. Volumen einfa-
cher Figuren, Anderung ihrer MafBzahlen bei zentrischen Streckungen.

Bei der Behandlung von Umfang und Fléche eines Kreises wird
auch der Grenzwertbegriff vorbereitet. Die Betrachtung raumlicher
Gebilde ist nicht nur aus praktischen Griinden notwendig; sie dient
auch der Schulung des rdumlichen Vorstellungsvermogens.

Formale Fertigkeiten

Die frither Buchstabenrechnung, heute Termumformungen genann-
ten notwendigen Techniken erfordern ausreichende Ubung. Das
Hantieren mit den oben angefiihrten einfachen Gleichungen darf
nicht durch einen aufgeblihten Begriffsapparat (etwa mit rekur-
siver Definition von Termen”) erschwert werden. Das notwen-
dige Ausmafl dieser formalen Fertigkeiten 148t sich nicht genau
beschreiben; ein wesentliches Kriterium dafiir ist aber jedenfalls,
daB begriffliche Schwierigkeiten des Oberstufenstoffes nicht durch
mangelnde Rechenfertigkeiten vergroflert werden diirfen.

Aufler den bisher genannten einfachen Gleichungen muf} ein Abiturient
z. B. die folgenden Formeln (in ihrem Giiltigkeitsbereich) beweisen und
in beiden Richtungen zielstrebig fiir Umformungen benutzen konnen:

a® —b* = (a —b)(a® + ab + b?).
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Solche Zerlegungen werden spéter, etwa beim Differenzieren der Funk-
tion x — z3 benutzt. Bei grofieren Exponenten ist die geometrische
Reihe niitzlich:
b b b"
a"tt =t = (a—b)a"(14+ -+~ +...+—)
a a a
Thre Bedeutung kann nicht geniigend betont werden; man denke
etwa an Verzinsung, periodische Dezimalbriiche, Vorbereitung des
Grenzwertbegriffs, Iterationsverfahren in der Analysis, usw.

Die binomische Formel (a +b)* = a® 4 2ab + b* ist wohl jedem Schiiler
bekannt, er sollte jedoch auch Uberschlagsrechnungen wie

1,03 22 1,06, also/1,06 22 1,03

als Anwendung davon erkennen (a >> b).

Eine Formel wie (a + b)(a — b) = a® — b? sollte auch in der Gestalt

VS

benutzt werden kénnen, etwa beim Differenzieren der Funktion = +—
Vx. Wichtige Eigenschaften der elementaren transzendenten Funktio-
nen miiflen geldufig sein, z. B.

a*t =a"-a,

r<y = a* <a’flira>1,
logz + logy = log(zy),

sin(a + 3) = sin accos 8 + cos asin 3.

Dazu ist keine vollstindige theoretische Behandlung dieser Funk-
tionen erforderlich. Plausibilitdtsargumente haben auch hier ihren
Sinn, und es ist - wie in der Wissenschaft iiberhaupt - legitim und
manchmal unumgénglich, Sachverhalte ohne Beweis mitzuteilen.

Lineare Algebra und Geometrie

Das Losen linearer Gleichungssysteme ist eine Grundtechnik, die Ab-
iturienten sicher beherrschen miissen. Linearkombinationen spielen in
allen Anwendungen der linearen Algebra eine entscheidende Rolle, sie
sollten schon in der Gleichungslehre betont werden (als eine Hinfiihrung
zum Begriff des Vektorraums). Zur Behandlung der Gleichungssyste-
me gehort deren geometrische Interpretation in Ebene und Raum, ei-
nerseits um eine anschauliche Vorstellung der Losungsmengen zu ge-
ben, andererseits weil die analytische Beschreibung der Geometrie des
Raumes (nicht nur der Ebene) ein selbstéindiges Unterrichtsziel ist. Da-
bei ist die geometrische Interpretation der Vektoren wichtig, die ja auch
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zu einem besseren Verstdndnis der Vektorrechnung beitriagt - jedoch oh-
ne dafl dadurch der Vektorbegriff einseitig auf gerichtete Strecken oder
Pfeilklassen fixiert werden sollte.

Der Zusammenhang zwischen der Metrik des Raumes und dem Satz des
Phythagoras muf} selbstverstindlich bekannt sein. Bei der Lésung me-
trischer Aufgaben sollen sowohl die Linearitétseigenschaften des Skalar-
produktes wie dessen geometrische Interpretation (Kosinussatz) verfiighar
sein.

Schliefflich sollte aus der analytischen Geometrie bekannt sein, daf} die
einfache lineare Abbildung (z,y) — (ax,by) z. B. den Einheitskreis

22

auf die Ellipse 75 + Z—; = 1 abbildet. Beziehungen zwischen Geometrie

und Analysis miissen hergestellt werden konnen.

Beispiele: Die Ellipse in der Beschreibung als Kurve ¢ — acost +
bsint eignet sich zur Diskussion des Tangentenproblems in Geo-
metrie und Analysis; oder: Nachweis geometrischer Eigenschaften
der Graphen einfacher Funktionen, etwa Brennpunkt der Parabel
x +— 22 |, Tangenten und Asymptoten der Hyperbel z %

Analysis

Die wichtigste Aufgabe der Differentialrechnung ist es, den Begriff der
Ableitung einzufiihren und den Zusammenhang zwischen einer Funkti-
on und ihrer Ableitung klarzumachen. Das bedeutet nicht, dal schon
zum Zeichnen des Graphen einfacher Funktionen (z — (z — a)? +
b,xr — mx + %,x — +/1+ x die Differentialrechnung bemiiht wer-
den muf}, im Gegenteil, derartige Funktionen miissen vor dem Diffe-
renzieren bekannt sein (z. B. aus der Gleichungslehre) oder bei der
Entwicklung der Ableitungsdefinition bekannt gemacht werden, da-
mit der Zusammenhang zwischen f und f” an ihnen erldutert werden
kann. Die Definition der Ableitung allgemeinerer Funktionen ist eng
mit dem Grenzwertbegriff (fiir Folgen oder Funktionen) verbunden; fiir
die genannten einfachen Funktionen fiihren jedoch bereits elementare
Uberlegungen zu einer eindeutigen Tangentendefinition, so daf auf die-
se Weise intuitive Grenzwertvorstellungen entwickelt werden kdnnen.
Das Newtonverfahren, angewandt auf diese einfachen Funktionen, de-
monstriert die Niitzlichkeit der Tangenten und ihre Approximations-
eigenschaft. Auch hier werden aufler den numerischen Aspekten der
Analysis intuitive Grenzwertvorstellungen geschult. Unabhéngig da-
von, wieviel Zeit auf die Grundlegung der Analysis verwandt werden
kann, miissen jedenfalls die Differentiationsregeln (Linearitit, d. h.
(af + Bg) = af' + B9, Kettenregel, Produktregel, Quotientenregel)
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und die Ableitung der rationalen Funktionen sowie der speziellen Funk-
tionen x — /x,sin, cos, exp, In sicher beherrscht werden. Damit wer-
den nicht Beweise all dieser Tatsachen gefordert, sie miissen jedoch
wenigstens durch mathematische Plausibilitdtsargumente verstindlich
gemacht werden. Dafiir zwei Beispiele:

Die Sehnensteigung der Exponenialfunktion x +— 2% ist im Inter-
vall [z, 2 + h] bei festem h proportional zu 2%, ndmlich
2:r+h 9z 2h -1

=2". .
h h

Daher ist plausibel, da} auch die Tangentensteigung bei x pro-
portional zu 27 ist.
Oder zur Kettenregel: Verkettung der affinen Funktionen

zeigt, dafl die affine Funktion
ly o li(z) = (a1 + maas) + mymax

die Steigung so ist es plausibel, daf} sich beim Verketten differen-
zierbarer Funktionen die Steigungen (genommen an den richtigen
Stellen) multiplizieren:

(fro f2)'(x) = fi(fa(2)) - fo(z).

Auch hier ist es also wichtig, dafl mathematische Tatsachen ohne ihren
vollstdndigen Beweis verstindlich gemacht werden koénnen.

Das Verstindnis des Zusammenhangs zwischen f und f’ wird
gefordert durch die Interpretation von f’ als Geschwindigkeit, von
f'/f als Wachstumsrate; zeigt sich z. B. bei der Diskussion gra-
phisch gegebener Funktionen (genauer als in der Mittelstufe - et-
wa: zu einer gegebenen Funktion f sind Funktionen zu skizzieren,
die ungefahr wie die Ableitung bzw. wie eine Stammfunktion von
f aussehen); besitzt als quantitative Grundlage den Schranken-
satz: Ist f differenzierbar und gilt

m < f'(z) < Mfiirallex € [a, b]
so ist
m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Als unmittelbare Anwendung miissen Extremwertaufgaben aus Geo-
metrie, Physik oder Wirtschaftswissenschaften gelost werden kénnen.

Auch die Grundziige der Integralrechnung gehéren zum Kern des Ma-
thematikunterrichts. Ihre Behandlung wird zeitlich méglich, wenn die
Differentialrechnung in der skizzierten Weise konzentriert wird. Ein
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Teil der Integralrechnung ist Folge des Schrankensatzes. Stammfunk-
tionen F' zu f (d.h. F' = f) sind bis auf eine additive Konstante
bestimmt (denn F’ = 0 impliziert F' = const.).

)

Anwendungsbeispiele: Die Wachstumsrate o = 0] impliziert das

Wachstumsgesetz
f(t) = f(0) - e

Anfangspunkt f(0) = 0, Anfangsgeschwindigkeit v = £(0) und
konstante Beschleunigung —g = f(t) ergeben das Bewegungsge-
setz f(t) =wv-t— 3gt°.

Ferner betrifft die Integralrechnung den wichtigen Zusammenhang zwi-
schen Stammfunktion und Flicheninhalt. Dieser Zusammenhang, fiir
den es ja iiberzeugende Plausibilitdtsargumente gibt, sollte keinem Ab-
iturienten vorenthalten werden.

Diese Inhalte sind nicht austauschbar und nicht abwé#hlbar. Sie sind
grofitenteils klassisch; unmodern jedoch kénnen niemals Inhalte, son-
dern nur Betrachtungsweisen sein. Die hier geschilderten Betrachtungs-
weisen verhindern, dafl die Forderung nach stindiger Verfiigbarkeit
elementarer Kenntnisiise zu gedankenlosem Drill fiihrt. Unterricht
braucht nicht unexakt zu sein, wenn er Beweisliicken laf3t, und er ist
nicht notwendig unwissenschaftlich, wenn er zeigt, da} Mathematik
niitzlich und interessant ist.

Forderungen, die {iberall erfiillt sind, brauchen nicht erhoben zu wer-
den. Die vorliegenden Forderungen sind nicht erfiillt, obgleich sie - noch
- von manchen Richtlinien gedeckt werden. Offenbar ist ein Umdenken
in Schule, Schulbiichern und Schulplanung, sind Verbesserungen in der
Lehrer-Ausbildung und -Fortbildung notwendig, damit der Mathema-
tikunterricht das hier formulierte Kernwissen vermitteln kann.
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