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Christa KAUNE, Osnabriick

Vom logischen Denken zum logischen Rechnen

Neuere Entwicklungen im Bereich der Kinstlichen Intelligenz
weisen der Mathematik eine neue Rolle zu. Nicht numerische
Beziehungen, sondern die Pr#zisierung von intuitivem Wissen
ist Gegenstand der Mathematisierung. Bei einer Modernisieruﬁg
der Schulmathematik kann diese Rolle der Mathematik nicht un-
bericksichtigt bleiben. In diesem Beitrag soll aufgezeigt
wefden, wie man Schillern einen Einblick in die Formalisierung
intuitiven Wissens in der Pr#dikatenlogik mit daran anschlie-
Bender Darstellung in PROLOG geben kann, wenn diese Schiller
vorher nach dem Konzept des Schulversuchs "Integration algo-
rithmischer und axiomatischer Denkweisen in den gymnasialen
Mathematikunterricht der Klasse 7/8" ([3]) unterrichtet wor-
den sind. Diese Vorbereitung hat in den K&pfen der Schiiler
ein mentales Modell entstehen lassen, in dem sie die Proble-
matik der Préazisierung von Wissen und der Abstraktion bei
Begrifisbildung bis hin zu einer Axiomatisierung im Rahmen
einer Unterrichtsreihe ([1]) in der Klassenstufe 8 kennenge-
lernt haben.

g Konzeption der Unterrichtsreihe

Fir Klasse 9 haben wir eine Unterrichtsreihe "Vom logischen
Denken zum logischen Rechnen" ([2]) im Umfang von 20 Unter-
richtsstunden konzipiert und in mehreren Klassen durchge-
fithrt. In ihr haben wir Schiilern einen altersgemdfen Einstieg
in die grundlegende Problematik der Formalisierung von Wissen
gegeben. Ausgangspunkt ist der Versuch, Wissen iliber Verwandt-
schaftsverhdltnisse so zu prdzisieren, dap es sich als Grund-
lage fiir die Bestimmung von Erbfolgen im Erbrecht eignet. Die
anuchlieBende Formalisierung in der Pradikatenlogik ist damn
unmittelbar Grundlage fiir eine Darstellung in PROLOG und
damit Beisplel fir ein kleines Expertensystem.

Durch diese Verbindung von Axiomatisierung, Formalisierung
und Rechnerimplementation in PROLOG soll filir die Schiiler auf-
gezeigt werden, dapf die Benutzung von Expertensysiemen ihrer

philosophischen Natur nach Einsichten in den Zusammenhang



zwischen der Verwendung einer formalen Sprache und der Bedeu-
tungskonstitution benutzt, welche seit Anfang unseres Jahr-
hunderts Thema der Grundlegung der Mathematik sind. Durch das
Vorhandensein von Rechnern im Unterricht und die Verfiigbar-
keit von PROLOG hat sich die Evidenzbasis verdndert. Was vor
30 Jahren im Zuge der Modernisierung des Mathematikunterrich-
tes aus pringipiellen Griinden angezeigt sein konnte und als
Beispiel einer Behandlung der philosophischen Grundlagen von
Mathematik fiir einen gymnasialen Mathematikunterricht konzi-
piert werden konnte, hat sich durch diese Ver&nderung des
technologischen Umfeldes ilberraschend als ein Tell einer an-
gewandten Mathematik herausgestellt. Die Bégrﬁndung, einen
solchen Inhalt zu unterrichten, sollte fiir die Schiiler diesen
Spannungsbogen zwischen Grundlagen und Anwendung sichtbar
machen. Die grundlegenden Werkzeuge sind prinzipieller Art,
die Beurteilung der gesellschaftlichen Nitzlichkeit ist an
das technologische Umfeld gebunden.

Aus der Unterrichtserfahrung ldaBt sich sagen, dap dieser
Spannungsbogen gelungen ist. Das im Rahmen des oben genannten
Schulversuchs vorhandene besondere Training im Formalisieren
und die Verfigharkeit einer Modellvorstellung lber die Prdzi-
sierung von Begriffen schaffen die M8glichkeit, die Einfiih-
rung von PROLOG der formalen Prdzisierung in der Prddikaten-
logik aufzusetzen. Umgekehrt schafft die Erfahrung eines
lauffdhigen Systems einen enormen Motivationsschub fiir die
Schiller. Die Nitzlichkeit von universellen kognitiven Werk-
zeugen wie Prdzisierung und Formalisierung wird nicht nur
verstandesmé&pig eingesehen, sondern erhdlt auch einen emotio-
nalen, verstdrkenden Schub. Das Erbrecht als Einfithrungsbei-
spiel hat sich insofern bewdhrt, dap in einer Metaebene ein
naives Verstdndnis fir die Tragf&higkeit der Begriffsbildung
vorhanden ist, von den Schillern unterschiedliche Prdzisie-
rungen des intuitiven Wissens vorgenommen werden kénnen, und
die technischen Formalisierungen so sind, dap die Schiiler die
Addquatheit eigenstdndig kontrollieren kénnen.

Ein Motiv fiir die Behandlung dieser Unterrichtsreihe im
Mathematikunterricht besteht natiirlich auch darin, dap als



Ergebnis dieser Verbindung von Grundlagenaspekt und Anwendung
eine neue Ausgangsbasis vorhanden ist, in der jetzt ohne emo-
tionale Probleme immer wieder das Werkzeug "pr#dzise Darstel-
lung mathematischen Wissens" aufgerufen und benutzt werden
kann. Diese Unterrichtsreihe hat deshalb einen wichtigen
Stellenwert in einer kognitionswissenschaftlich orientierten
Ausrichtung des gymnasialen Mathematikunterrichts ([3]).

7/ Zur Rolle der Rekursion bei der Begriffsbildung

Die Behandlung des Begriffs "Abk®Smmliing" hat aus didaktischer
Sicht folgende Vorteile: Ein naiver Versuch, den Begriff zu
erkldren, 18Bt sich im Unterrichtsgespréch so steuern, dap er
auf eine rekursive Begriffsbildung hinausl#uft. Schiiler for-
mulieren, dap sie es eigentlich in dieser Weise erkliren
wiirden, wenn man doch blop nicht verabredet hitte, dap diese
Art von Rilckbezug in einer Begriffserkldrung verboten ist. Im
Sinne eines sequentiellen Problemldsens und in Verbindung mit
einer funktionalen Auffassung von Begriffen kommt man dann
auf die Idee, doch einmal die Wirkungsweise einer solchen, im
Prinzip nicht zul8ssigen Begriffsbildung zu untersuchen.

Bei der von uns vorgenommenen Einfithrung einer rekursiven
Definition handelt es sich nicht darum, Rekursion als einen
Trick zur Programmierung zu behandeln, welcher besonders
elegant ein Problem zu l¥sen gestattet, sondern sie ergibt
sich als eine in der Umgangssprache durchaus zul#ssige Form
der Erkldrung, bei der die Regelverletzung eigentlich erst im
nachhinein bewupt wird.

e 8 Dokumentation einer Schillerldsung

Mit der folgenden Klassenarbeit und den sich anschliefenden
Losungen einer Schillerin scll dokumentiert werden, was wir
unter dem Unterrichtsstil "Prdzisierung und Formalisierung
intuitiven Wissens" verstehen und wie unbefangen Schiiler sc-
wohl Uber syntaktische Aspekte reden als auch Uber die Wir-
kungsweise ihrer Pr#dzisierungsinstrumente sprachlich verfiigen
ktnnen. Bei diesem kognitionswissenschaftlichen Ansatz von
Mathematikunterricht ist es nicht verwunderlich, daB Instru-
mente der Metakognition eine grope Rolle spielen,




Gymnasium Bad Iburqg, Klasse 9F1 Nr. 4 11.2.93 Aufgabe 3:

Karsten gibt folgende Definition des Prédikates "x ist
Schwidgerin von y":

Ixy:<=> V (Kzy A Txz) A SRy A X=Y
2

mit Sxy: x ist Schwester von vy,
Kxy: x ist Kind von y und Txy: x ist Tante von y

Julia: "Das ist falsch. In Definitionen dirfen nur Grundbe-
griffe verwendet werden. Tante ist aber sicher kein Grund-
begriff. Deshalb ist deine Definition falsch."

Josef: "Ich bin auch der Meinung, dap deine Definition falsch
ist. Entweder muft du in der Definition Txy verwenden, oder
aber in der Erkldrung der Prédikate festelegen, was man unter
Txz verstehen soll. So paft es jedenfalls nicht zusammen."
Jens: "Falsch ist die Definition schon aus dem Grund, daB die
Klammer hinter dem Existenzquantor viel zu frih geschlossen
wurde. "Klammer zu" muf ans Ende, dann wdre sie korrekt."

a) Bewerte die Definition.
b) Nimm jeweils Stellung zu den drei Schiilerduferungen.

Karolines L&sungen der Aufgabenteile a und b:

a) "Die Definition reicht nicht aus als eine Definition des
Begriffes "Schwégerin”, wie er uns bekannt ist. Man kann auch
eine Schwédgerin haben, die keine Kinder hat und man kann auch
eine Schwdgerin sein, ohne Kinder zu haben. Das miifte Karsten
in seiner Definition ergénzen.

b) zu Julia: Erstens kénnen Definitionen nicht falsch sein.
Sie kénnen hdchstens nicht dem entsprechen, was wir unter dem
zu definierenden Begriff verstehen. Definitionen sind nur
dann falsch, wenn sie Syntaxfehler enthalten. Zweitens kann
Karsten Prddikate verwenden, die keine Grundbegriffe sind, -
wenn er sie anschlieBend erklsdrt. Das hat Karsten getan.

zu Josef: Josefs Aussage ist ebenfalls nicht korrekt. Man
darf die Pr#édikate mit anderen Variablen erkifren, als man
sie in der Definition benutzt. Es kommt nur auf die
Reihenfolge der Variablen an. Beisgpiel: Gxy:x ist Gropvater
von y ist nicht dasselbe wie Gxy: x hat y als Gropvater.

zu Jens: Die "Klammer zu" muf nicht ans Ende, da nach der
"Klammer zu", wie Karsten sie gesetzt hat, kein z mehr
benutzt wird."

4. Literatur

[1] Cohors-Fresenborg, E./Griep, M./Kaune, C.: Sdtze aus dem
Wistensand und ihre Interpretationen. Textbuch fir Schii-
ler und Handbuch fiir Lehrer. Osnabriick: Forschungsinsti-
tut flir Mathematikdidaktik, 1992

[2] Cohors-Fresenborg, E./Kaune, C./Griep, M.: Vom logischen
Denken zum logischen Rechnen. Textbuch fiir Schiler und
Handbuch fiir Lehrer. Osnabriick: Forschungsinstitut fir
Mathematikdidaktik, 1993

{3] Cohors-Fresenborg, E.: Zur Neuorientierung des Mathema-
tikunterrichts vor dem Hintergrund Neuer Technologien.
Erscheint in: Beitrdge zum Mathematikunterricht. Hildes-
heim: Franzbecker, 1993



