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Christa KAUNE, Osnabriick

Forderung metakognitiver Aktivititen durch geeignete
Aufgabenstellungen

In den letzten Jahren trat in der didaktischen Diskussion verstiirkt die Uber-
legung in den Vordergrund, Reflexion und Metakognition zu einem zentra-
len Bestandteil des Mathematikunterrichts zu machen (Schoenfeld, 1992).
Wiihrend Boekaerts (1996) in ihrem Ubersichtsreferat herausstellt, welche
Rolle Metakognition fiir das selbstgesteuerte Lernen spielt, weist De Corte
(1995) auf nur wenige Untersuchungen liber erfolgreiche Ansitze bei der
Beriicksichtigung von Metakognition im Mathematikunterricht hin. Jedoch
wird in diesen Untersuchungen eher iiber die Wirksamkeit eines gelegentli-
chen Einsatzes von Metakognition berichtet als dafl ein durchgéngiges
Konzept dazu vorgelegt wird. Fiir den deutschsprachigen Raum sind aus
den letzten zwanzig Jahren zwei Schulversuche (des Niedersédchsischen
Kultusministeriums) dokumentiert (Cohors-Fresenborg/Kaune, 1993), in
denen das systematische Einiiben von Reflexion und Metakognition we-
sentlich zur Verbesserung sowohl des Verstehens von Mathematik als auch
zur Freude an der Mathematik beigetragen hat. Mit deren wissenschaftli-
cher Begleitung (1987-96) war unsere Arbeitsgruppe beauftragt. Einblicke
dariiber, wie Schiiler mittels geeigneter Aufgabenstellungen zur Reflexion
und Metakognition angehalten werden konnen, sind in diesem Band auch
in den Beitridgen von Sjuts und Cohors-Fresenborg et al. dokumentiert. Die
Entwicklung der Konzepte fiir die beiden Schulversuche war u.a. durch ei-
ne Wende von einer stoffdidaktischen zu einer kognitionstheoretischen
Ausrichtung sowie einer besonderen Beriicksichtigung von Metakognition
gekennzeichnet. Dieses bezieht sich auch auf Fragen des Zustandekom-
mens von mathematischen Begriffen im Wechselspiel zwischen mathema-
tischen Ideen und ihrer Représentation.

Besonders bewihrt fiir die Hinfiihrung von Schiilern (im 7. Schuljahr) zu
metakognitiven Verhaltensweisen hat sich die Erarbeitung unterschiedli-
cher Reprisentationsformen fiir Algorithmen und die damit verbundene
Erorterung des Wechselspiels zwischen internen Vorstellungen und exter-
nen Reprisentationen (vgl. Cohors-Fresenborg et al., 1995, S. 5-12).

In folgendem Sinne ergibt sich hier eine Verbindung von Kognition iiber
metamathematische Probleme mit einer Metakognition iiber mathemati-
sches Vorgehen: Vordergriindig entwickelt der Schiiler zunéchst ein Pro-
gramm fiir einen fiktiven Roboter. Kognitiv sind dabei Leistungen zu er-
bringen, die in der mathematischen Grundlagenforschung zur Analyse des
Berechenbarkeitsbegriffs gehoren. Analog erfinden Schiiler zunéichst in
unterschiedlichen Repriisentationsformen Darstellungen fiir Algorithmen.



Dadurch, daB diese Reprisentationsformen ,,handgreifliches™ didaktisches
Material sind, ist diese kognitive Anforderung verkniipft mit der Erfahrung
von spielerischem Umgang mit mathematischen Ideen. Da verschiedene
Schiiler unterschiedliche Vorlieben fiir das Material haben und da wegen
der bekannten Wechselwirkung zwischen dufleren Reprisentationsformen
und dadurch aufgerufenen mentalen Modellen hierbei auch unterschiedli-
che Kognitionen im Spiel sind (Schwank, 1993), 143t es sich im Unterricht
durch geeignete Aufgabenstellungen erreichen, daf3 aus dieser — in der Er-
fahrung der Schiiler zunéchst als Problemldseaufgaben gestellten — Be-
schiftigung schrittweise eine Hinfiihrung zu metakognitiven Aktivititen
geschieht. Dabei fillt es zunéchst leichter, die Metakognition auf das Den-
ken anderer zu beziehen, und sich erst danach Rechenschaft abzulegen tiber
die eigene Kognition. Die Thematisierung von Fragen der Reprdsentation
als Gegenstand im Mathematikunterricht spielt hierbei eine zentralen Rolle.

In diesem Beitrag wollen wir zeigen, wie so vorbereitete Schiiler der Jahr-
gangsstufe 9 mit einer klassisch erscheinenden Aufgabe (Cohors-Fresen-
borg et al., 1996, S. 97) angeregt werden knnen, auch tiber das Denken
von Mitschiilern zu reflektieren, um Fehlvorstellungen aufzudecken.

Aufgabe

Der Graph jeder Funktion, die nach dem Schema p(a, b, ¢, x) = a(x-b)* + c mit a #0
definiert wird, ist eine Parabel. Solch eine Parabel wird am Ursprung gespiegell. Gib
fiir die gespiegelte Parabel das zugehdrige Funktionsschema an.

Transkript
Die Losung von A. B.: p{a b, c,x)=-a(x+b)?-c steht an der Tafel.
2 Julia: Also, ich meine das auch. Und zwar, weilﬂ(.) erstmal, wenn das am
Ursprung gespiegelt wird, dann muB die Offnung unten sein und das hat
4 er halt mit dem -a. (..) Weil, dhm (..) dann (.....) ... Ahm, das ist ja einmal
an der (..) Argumentachse dann gespiegelt und dann miifite &hm -b, &h,
6 +b hin, da das ja b dann im Minusbereich sein muf und dann muf} auch

-c hin, -c...7 (..)
8 (Getuschel, Geldichter)

Julia: Ja klar. Ahm ja, das wird dann an der (...) Funktionswertachse gespiegelt
10 und das muB auch im Minusbereich sein, also muf3 ein Minus dahin.
| 9% Hmm...Christoph!

12 Christoph: Ja, Julias ist eigentlich fast richtig, bis auf, da sie gesagt hat, daB es
nach unten gedffnet ist. Ich wiirde eher sagen andersrum als sie...

14 L. Kannst du erkliren, warum das ein Unterschied ist, ob du sagst "nach
unten gedffnet" oder "andersrum" ?

16 Christoph: Weil a ist ja nicht unbedingt eine positive Zahl, die Variable a, weil es
kann auch eine negative sein. Ich glaube, Julia hat sich vorgestellt, daf a

18 einfach nur eine positive Zahl ist, und wenn man da ein Minus vorsetzt,
das negativ ist.



Analyse der Unterrichtsbeitridge von Julia und Christoph

Grundlage von Julias AuBerungen ist ihre mentale Reprisentation einer Pa-
rabel, die im ersten Quadranten liegt und nach oben geoffnet ist. In einem
ersten Schritt (Z 2 - 4) stellt sie sich vor, welche Auswirkung die Punkt-
spiegelung auf die Offnung der Ausgangsparabel hat. Dies wird fiir sie
durch den Teilterm ,,—a“ reprisentiert.

Danach beschiftigt sie sich mit der Variable ,,b* (Z 5 - 6). In Zeile 6 ist
deutlich, daf diese fiir sie auch urspriinglich fiir eine positive Zahl steht.
Sie liberlegt, welche Auswirkung die Punktspiegelung auf die Lage des
Scheitelpunkts beziiglich der Funktionswertachse hat. Der Scheitelpunkt
liegt nach der Punktspiegelung fiir sie im dritten Quadranten. ,,b* muf} des-
halb fiir sie ,,in den Minusbereich* (Z 6). Diese Idee will sie formal im
Funktionsschema umsetzen. Die fiir sie naheliegende Idee, dies durch ,— b*
zu reprisentieren, wird verworfen, weil im urspriinglichen Schema schon
,— b* stand. Deshalb nimmt sie im Kopf eine Inversenbildung ,,— (- b)* vor
und findet dies in Andreas Losung in ,,+b* korrekt reprisentiert wieder. Fiir
die Variable ,,c“ liefert sie eine gleichartige Erklarung (Z 9 — 10).
Vergleicht man Julias mit Christophs Beitrag, so konnen wir von der An-
nahme ausgehen, daf} auch Christoph sich eine konkrete (nicht aber eine
beliebige) Parabel und deren Punktspiegelung vorgestellt haben wird. Wih-
rend Julia beschreibt, was sie im Kopf sieht, ist ihm bewuft, daB nicht nach
den Eigenschaften der von ihm gewihlten Parabel gefragt, sondern nach
einer allgemeinen Antwort gesucht ist.

Christoph benennt nicht nur den Fehler in Julias AuBerung, daB} ,— a“ eine
negative Zahl sei. Er weist darauf hin (Z 16 — 17), da} ,,a“ sowohl positiv
als auch negativ sein kann. Er interpretiert die Inversenbildung als Formali-
sierung des Prozesses des Umdrehens der Parabeloffnung (Z 13). Er zeigt
durch seine AuBerung nicht nur, daB er im Mathematikunterricht ein ad-
dquates Variablenverstindnis entwickelt hat, sondern auch metakognitive
Fahigkeiten. Bemerkenswert ist, daf3 Christoph sich nicht nur darauf be-
schridnkt, den Fehler in Julias Beitrag aufzudecken, sondern vielmehr auch
erkldrt, wie es zu diesem Fehler kommen konnte: ,,Ich glaube, Julia hat sich
vorgestellt, ...“ (Z 17).

Konzeption der Aufgabe

Die Aufgabe ist bewul3t fiir ein Funktionen-Schema gestellt worden, um
mit den Schiilern zu erarbeiten, wie das Wechselspiel zwischen formaler
Reprisentation und dazu passender paradigmatischer eigener Vorstellung
ablaufen kann. Der bei der Losung auftretende Teilterm ,,-a“ wird von
Schiilern oft als Name fiir eine negative Zahl angesehen (vgl. dazu die
Analyse zur Aufgabe ,,.... -a ist eine negative Zahl ... im Beitrag Cohors-
Fresenborg et al., 1999, in diesem Band). Es soll weiter erarbeitet werden,



welchen Vorteil an Klarheit die formale Darstellung gegeniiber dem Han-
tieren mit geeignet gewihlten, visuell reprisentierten Paradigmen hat, an-
dererseits wie storanfillig der Ubergang von einer formalen allgemeinen
Darstellung zu einer bedeutungshaltigen Beschreibung sein kann. Im obi-
gen Schiilerdialog zeigt die Bemerkung von Christoph, daB dem Ubergang
von ,,a“ zu ,,-a* in der formalen Reprisentation in der Umgangssprache im
Wort ,,umgekehrt eine addquate sprachliche, die gleiche Allgemeinheit
ausdriickende Formulierung zur Verfiigung steht. Wenn — wie in unserem
Unterricht — das Wechselspiel von Reprisentation und Metakognition ein
wichtiges Leitmotiv bei der Gestaltung ist, dann wird die hier besprochene
Aufgabe nicht nur gestellt, um etwas iiber den Zusammenhang von Funkti-
onsschemata und Parabeln zu erfahren, sondern mit dem Ziel, daf sich
analoge Dialoge (wie hier zwischen Julia und Christoph) ergeben und diese
in einem Unterrichtsgesprich zu einer Reflexion iiber das genannte Leit-
motiv ausgeweitet werden konnen. Dazu bedarf es einer Unterrichtskultur,
in der die Verstarkung metakognitiver Aktivititen durch geeignete Aufga-
benstellungen und die langfristige Vernetzung von Leitideen und grundle-
genden Modellvorstellungen eine zentrale Stellung haben. Die Erfahrungen
von Lehrkriften, die solches praktizieren, zeigen, daB dieses einen Beitrag
zur Nachhaltigkeit mathematischer Lehr-/Lernprozesse leistet.
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