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Christa KAUNE, Osnabriick

Analyse einer TIMSS-Aufgabe mit den Methoden der kognitiven Ma-
thematik

Nach dem miBigen Abschneiden der deutschen Schiiler in TIMSS I wird in
der didaktischen Forschung einerseits nach Erkldrungen gesucht, anderer-
seits werden u.a. auch in verschiedenen BLK-Versuchen erste Malnahmen
erprobt, um die zukiinftige Leistungsfihigkeit der deutschen Schiiler im
Fach Mathematik zu steigern. Dieser Beitrag soll sowohl zur Suche nach
Erklarungen der deutschen Schiilerleistungen beitragen, als auch eine er-
folgversprechende, seit einigen Jahren in einigen Gymnasien erprobte und
inzwischen auch bewihrte MaBnahme vorstellen.

Im Zentrum der Uberlegungen steht das TIMSS-Item V2, eine Aufgabe aus
dem Bereich der mathematischen Modellierung:

V2. Diese beiden Anzeigen sind in einer Zeitung erschienen in einem
Land. in dem die Wahrungseinheit zeds ist.

Gebiude A Gebidude B
Biirordume zu vermieten Biirordume zu vermieten
85-95 Quadratmeter 35 — 260 Quadratmeter
475 zeds pro Monat 90 zeds pro Quadratmeter
pro Jahr
100-120 Quadratmeter
800 zeds pro Monat

Eine Firma ist daran interessiert, ein 110 Quadratmeter grofles Biiro in diesem
Land fiir ein Jahr zu mieten. In welchem Biirogebidude, A oder B, sollte sie das
Biiro mieten. um den niedrigeren Preis zu bekommen? Wie rechnest Du?

Die Aufgabe ist nur von 14% der in Deutschland untersuchten Schiiler der
Klassenstufe 8 richtig geldst worden. Damit ist sie als eine der schwierig-
sten Aufgaben der Untersuchung ausgewiesen. Sie hat die Attribute: offen,
mehrere Losungswege, umgangssprachlicher Text, Modellierung mit Be-
urteilung. In didaktischen Analysen ist herausgearbeitet worden, dass deut-
sche Schiiler mit solchen Aufgaben besondere Schwierigkeiten haben
(Baumert, Neubrand, J. Neubrand). Aber all diese aufgezéhlten Eigen-
schaften erkliren nicht hinreichend, warum die deutschen Schiiler bei die-
ser Aufgabe enttduscht haben.

Die Aufgabe ist — bezogen auf den benétigten rechnerischen Aufwand —
komplex. Ein Schiiler, der in der knapp bemessenen Testzeit eine solche
Aufgabe l6sen soll, ist dann im Vorteil, wenn er fiir Komplexitit ein ad-
dquates mentales Modell in kurzer Zeit zur Verfiigung stellen kann. Die
Mathematik stellt mit dem Begriff ,,Funktion mehrerer Verdnderlicher” ein
solches kognitives Werkzeug zur Verfligung, mit dem das intuitive Wissen



um die Komplexitdt von Zusammenhéngen in der Welt mathematisch pri-
zisiert werden kann.

Im Mathematikunterricht werden traditionell nur Funktionen mit einer
freien Verdnderlichen betrachtet. Fiir die Umwelterschliefung ist dies eine
starke Einschrinkung.... Man sollte daher bereits in der Sekundarstufe
Funktionen mit mehreren Variablen betrachten (Vollrath 1999, S.133).
Denken in Funktionen ist mehr als das Benutzen von Funktionen. Es ist
wiederholt berichtet worden (vgl. z.B. MU 1993, Heft 3), dass im Rahmen
eines grof} angelegten Niederséchsischen Schulversuchs Schiiler im Gym-
nasium ab Klassen 7 u. a. mit tragfihigen Modellvorstellungen iiber Funk-
tionen mehrerer Verdnderlicher ausgestattet worden sind. Fiir solche Schii-
ler gehort seit dem ersten Halbjahr Klasse 7 die Fahigkeit, Komplexitit als
Denken in Funktionen mehrerer Verénderlicher zu begreifen, zum festen
Bestandteil ihres kognitiven Betriebssystems (Kaune, 1995). Ein Beispiel
dafiir, wie Schiiler aus den Versuchsklassen ein komplexes Problem mit
Funktionen mehrerer Verdnderlicher darstellen, wenn sie z.B. in einer
Klassenarbeit die dazu notwendige Zeit haben, findet man in Griep (2000).

Wir werden im folgenden zunéchst eine Prizisierung und Formalisierung
der Aufgabenstellungen des Items V2 mit diesem Werkzeug ,,Funktion
mehrerer Verdnderlicher durchfiihren, um dadurch im mathematischen
Modell die kognitive Komplexitit der Aufgabenstellung aufzuzeigen. An-
schliessend gehen wir auf empirische Befunde ein.

Modellierung mit Funktionen

Im ersten Schritt werden wir das Wissen aus den beiden Anzeigen iiber die
Mietpreisgestaltung analysieren und danach formalisieren:

Im Gebdude A sind offensichtlich zwei verschiedene Typen von Biirorau-
men zu mieten, die sich von ihrer Grofle her unterscheiden. Die zugehorige
Preisfunktion p, muss also mit der Technik Fallunterscheidung (mit zwei
Fillen) definiert werden. Gesteuert wird diese iiber die Quadratmeterzahl.
Jedoch hingt der zu zahlende Mietpreis in jeder der Komponentenfunktio-
nen nur von der Mietdauer, nicht mehr von der tatsichlichen Quadratme-
terzahl des Biiros ab. Bezogen auf die Quadratmeterzahl ist die Mietpreis-
funktion p, eine Konstante.

Im Biirogebdude B gilt fiir alle angebotenen Biiros eine einheitliche Miet-
preisgestaltung. Die Preisfunktion pjy ist sowohl von der Quadratmeteran-
zahl als auch von der Dauer des Mietverhiltnisses abhingig. Somit sind
beide Preisfunktionen zweistellig. Schon der syntaktische Vergleich der
beiden Funktionen zeigt einige deutliche Unterschiede: die Argumenttupel
stimmen nicht iiberein, auch nicht die Definitionsbereiche, dazu kommt die
Fallunterscheidung von p, .



Gebiude A Gebiude B N
475-m  falls 85<g<95 Py(q,./)=90-q-j falls 35<q<260
Pa(g:m) = {800- m falls 100<q <120
g : Anzahlder Quadratmeter q : Anzahlder Quadratmeter
m : Anzahl der Monate J :Anzahlder Jahre
geNmeN geN, jeN

Versucht man mittels dieser beiden Preisfunktionen eine Antwort auf die
gestellte Frage zu finden, so besteht eine erste Losungsmoglichkeit im Ver-
gleich der zwei Funktionswerte: p (110, 12) und pg(110, 1) :

Gebidude A Gebidude B
p,(110,12) =800-12 p(110,1)=90-110-1
= 9600 = 9900

Der Vergleich der Funktionswerte ergibt, dass die Firma im Gebdude A das
Biiro giinstiger mieten kann.

Eine zweite Losungsstrategie kann darin liegen, eine der beiden obigen
Preisfunktionen beizubehalten und durch Funktionseinsetzung die andere
so zu verdndern, dass beide Preisfunktionen identische Argumenttupel
aufweisen. Behilt man die Funktion pg bei und setzt die Funktion j mit
j(m)=12-m mit m: Mietdauer in Monaten in p, ein. Dann werden folgende
zwei Funktionen zu betrachten sein:

Gebdude A Gebédude B
. [475-12- falls 85<q<95 p,(q,))=90-q-j falls 35<q<260
Pa(@.))= {800-12-_/ falls 100 < g <120
q : Anzahl der Quadratmeter q : Anzahl der Quadratmeter
J : Anzahl der Jahre j : Anzahl der Jahre
qeN, jeN geN,jeN

Mit diesen beiden Funktionen ldsst sich nun die Frage durch einen Ver-
gleich der Funktionswerte 7,(110,)) und p,(110,]) beantworten mit

p,(110,1)=880-12-1 und p,(110,))=90-110-1.

Empirische Befunde und deren Deutung

In einer empirischen Studie, bei der im Mai 1999 alle 8 Klassen der Jahr-
gangstufe 8 in zwei Gymnasien, in denen seit mehr als zehn Jahren nach
dem o. g. Schulversuchskonzept unterrichtet wird, vom MPI in Berlin mit
TIMSS-Aufgaben getestet wurden (Cohors-Fresenborg & Klieme, 2000),
ergab sich, dass von den 179 Schiilern der Versuchsklassen 46% das Item



V2 richtig geldst hatten, wihrend es die Vergleichsstichprobe aus TIMSS
nur auf 37% richtige Losungen brachte. Der deutlich groBere Erfolg der
Schiiler der Versuchsklasssen ldsst sich so interpretieren, dass die Schiiler
offensichtlich iiber kognitive Werkzeuge verfligen, mit Aufgaben einer
groBeren kognitiven Komplexitit erfolgreich umzugehen. Misst man ko-
gnitive Komplexitdt mathematisch mit Funktionen, so gibt es zwei Arten:
die eine ldsst sich als Funktion mehrerer Veriinderlicher, die andere als
Einschachtelungstiefe von mehreren Funktionen beschreiben. Die hier vor-
gestellte Aufgabe verfligt iber beide Anforderungen. Wir halten es deshalb
nicht fiir erstaunlich, dass die Schiiler der Versuchsklassen, die im Unter-
richt in diesen Dimensionen des Denkens ausgebildet worden sind, hier
eine deutlich hohere Testleistung zeigen. Dieses stellt das Bezugssystem
dar, in der sie sich ein detaillierteres Verstindnis der Aufgabe zurechtlegen,
,»obwohl* seit der Einfiihrung bis zum Zeitpunkt des Tests schon 1-1/2 Jah-
re vergangen sind. Das soll nicht heiflen, dass sie in der Kiirze der Testzeit
explizit eine Beschreibung als Funktionsterm mehrerer Verinderlicher vor-
nehmen und erst recht nicht, dass sie dieses auch zunichst formal darstel-
len, bevor sie die Frage beantworten. Wenn ein Schiiler in der kurzen, ihm
zur Verfligung stehenden Bearbeitungszeit diese Aufgabe 16st, spielt es ei-
ne besondere Rolle, ob er unmittelbar eine geeignete Vorstellung (Rah-
mung) dafiir in seinem Kopf aufrufen kann, wovon die Aufgabe handelt.
Durch den Aufruf dieser Vorstellungen wird aus der Rahmung ,,undurch-
sichtig” die Sichtweise ,,beherrschbar durch ein leistungsstarkes Konzept*.

Natiirlich ist Ziel des Mathematikunterrichts nicht, eine gute Testleistung
zu erreichen. Sie ist aber gerade in dem hier diskutierten Fall ein Indikator
dafiir, dass die Schiiler bei der Bearbeitung von wirtschaftlichen Problemen
aus dem Alltag spontan geeignete mathematische Werkzeuge aufrufen und
erfolgreich einsetzen kénnen. Dann hat der Mathematikunterricht in den
Versuchsklassen offensichtlich einen langfristig niitzlichen Beitrag gelei-
stet.
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